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Les exercices marqués d’'un £9% sont 4 faire en priorité, ceux marqués d’un &t sont des exercices complémen-
taires, & faire pour aller plus loin.

Exercices de révision.

£9 Exercice 1. Fonctions sans points fixes.
Soit f : C — C une fonction entiére telle que f o f n’a pas de point fixe.

f(f(z)—=
f(z

1. Démontrer & 'aide du théoréme de Picard que z — == est constante.

2. En déduire que f’(z) ne s’annule pas, puis qu'il existe une constante a # 0 telle que

l1—a

U =at 58
et donc que f/'(f(z)) n’atteint pas la valeur a.

3. Démontrer que f’ est constante, puis que f est une translation.

£ Exercice 2. Obstructions et exactitude.
Soit U un ouvert simplement connexe de C, S C U un ensemble fini, V =U \ S.

1. Démontrer que la suite
a4 ;
0= C—0OV)Z0WV) 25 c5 50
est exacte, ol on note Res(f) := (Res,(f))aes € C°.

2. Démontrer que la suite
0 — 2inZ — O(V) 22 o(v)* Leodeg, 75 g

est exacte, ot Res(dlog(f)) = (Resq(f'/f))ues € Z°.

£ Exercice 3. Principe de réflexion de Schwarz.
Soit € un ouvert de C, symétrique par rapport a R, c’est-a-dire que z € 2 ssi z € Q. On note QF = {z € Q:
+3(2) > 0} et Q0 = QN R. On désire démontrer le théoréme suivant :

Théoréme. Soit f : QT — C une fonction holomorphe, vérifiant que limg .o S(f(2)) = 0. Alors, la formule
(=) = f(2)
définit une fonction holomorphe sur QF U Q™ qui se prolonge a €.

1. Soit u une fonction harmonique sur QF, vérifiant limg,)_o u(z) = 0. Démontrer que

uw(z), z2z€Qt
u(z) =4 —u(z), 2€Q”
0, z2€eNO

définit une fonction continue sur €2 qui satisfait ’égalité de la moyenne et est donc harmonique.

2. Vérifier que si f est holomorphe sur Q% alors z — f(Z) est également holomorphe.

TMerci & Hadrien et Louise pour ce phoque et ce raton-laveur en Tikz.



3. On suppose a présent que I(f(z)) = 0 quand I(z) — 0. Démontrer que la fonction holomorphe définie

par
) f(z), ze€Q*
/ (Z) =\7T= _
f®@), ze€Q
se prolonge en une fonction holomorphe f* définie sur 2 entier. On pourra penser a démontrer qu’une
fonction holomorphe sur D(0,7) a valeurs réelles sur | — r, r[ vérifie g(Z) = g(z) pour tout z € D(0,r).

Exercice 4. Quelques applications du théoréme de Rouché.
1. Démontrer le théoréme de d’Alembert-Gauss en utilisant uniquement le théoréme de Rouché.

2. En appliquant le théoréme de Rouché & zsin(z) et zsin(z) — 1, démontrer que toutes les solutions de
zsin(z) = 1 sont réelles.

Exercice 5. Sommes de fractions rationnelles.
1. Soit f(z) = P(%)/Q(z) une fonction rationnelle vérifiant deg(P) + 2 < deg(Q). Démontrer ’égalité

3 SEZ; =-2ir Y Res, <f(z)62im1_1> —2ir ) Res, <f(z)62ml_1) :

n€Z,Q(n)#0 n€Z,Q(n)=0 a¢Z,Q(a)=0

2. Supposons de plus que f est paire, n’a pas de poles dans Z, et a un pole d’ordre 2k (éventuellement
k = 0) en 0. On suppose de plus que tous les poles de la fonction, hors 0, sont simples. Démontrer

Iégalité :
P(n) z’": , 1 P(a)
Z —L = corC(2m — 2k) —im Z i .
n>1 Qn) = Qay=0 & T 1 Qo)
ott P(2)/Q(z) = 2% > mz0 C2mz”™ et on normalise ¢(0) = -3

Exercice 6. La sphére de Riemann comme espace projectif et ’action de PGLs.
On note CP! Pensemble des droites complexes dans C?. Si (u,v) € C? est non nul, on note [u : v] la droite
qu’il engendre, et on a [Au: Av] = [u : v] pour A € C*.

1. Veérifier que C s’injecte dans CP! en envoyant z sur [z : 1].

2. Vérifier que CP! \ C est réduit a un point, la droite [1 : 0], que I'on note oo.
Ainsi, CP! s’identifie naturellement au compactifi¢ d’Alexandroff du plan : la sphére. On le munit de
cette topologie. Si U C CP! est un ouvert contenant l'infini et f : U — C est une fonction, on dit que
f est holomorphe si elle est holomorphe au voisinage de tout point non-infini et si z — f([1 : 2]) est
holomorphe au voisinage de zéro (moralement, z — f(1/z) est holomorphe au voisinage de zéro). Si
f: U — CP! est une fonction, on dit qu’elle est holomorphe si elle est de la forme [u(z) : v(z)] avec u,v
fonctions holomorphes.

3. Dessiner RP!, le disque unité et le demi-plan de Poincaré sur CP!.
4. Démontrer que pour a,b,c,d € C, ad — be # 0, la fonction
[z :w] = [az + bw : cz + dw]
est bien définie et holomorphe sur CP'. On appelle homographie de CP! toute application de cette forme.
5. Vérifier la cohérence avec la définition des homographies sur des ouverts de C.

6. Expliciter une homographie qui envoie biholomorphiquement le disque unité D sur le demi-plan de
Poincaré H.

7. On note M(CP') I’ensemble des applications holomorphes de CP' dans lui-méme. Démontrer que
I'application GL3(C) — M (CP') donnée par
a b = ([z 1 w] = az + bw : cz + dw])
c d ' '

est compatible & la composition. En déduire que les homographies sont inversibles, et donner la formule
pour l'inverse. On note PGLy(C) I'image de cette application.



8. Vérifier que la restriction de lapplication précédente a SLy(C) est toujours PGLy(C).
9. Calculer les noyaux des morphismes GLy(C) — PGL2(C) et SLy(C) — PGL2(C).

&’ Exercice 7. Produits de Blaschke
Soit D le disque unité. Pour a € D, on définit le facteur de Blaschke v, : D — C par
z—a

©a(2) == T Vz e D.

1. Démontrer que |z| =1 = |p,(2)] =1 et en déduire que ¢, définit une bijection holomorphe ¢,: D —
D, d’inverse ¢_, et qui se prolonge continument au bord.

2. Soit ¢: D — D une fonction analytique telle que ¢(0) = 0. Pour w € D\ {0} on définit la fonction de
comptage de Nevanlinna par
1
|

Ny(w) := Z log

e(z)=w

ol les z sont comptés avec multiplicité.

a) Soient aq,...,a, tels que ¢(a;) = w pour tout j, et B,(z) = " ¥a.(2). Démontrer que p,, o ¢
J j=1 j
s'écrit B, g, avec g € O(D).

(b) Démontrer que |g(0)] < 1 a I’aide du principe du maximum.

(c¢) En déduire I'inégalité de Littlewood :
Ny(w) < log|l/w|.

3. Soit f : D — C une fonction analytique bornée et non identiquement nulle. Soit (ay),>1 la suite des
zéros de f comptés avec multiplicité. Montrer

D (1= Jan]) < oo

n>1

4. Soit (an)n>1 une suite de points de D\ {0} telle que 3 -, (1 —|a,|) < co. Montrer que le produit infini

H |Zn|§0an

n>1 n

converge uniformément sur tout compact de D vers une fonction analytique B qui est bornée en valeur
absolue par 1. La fonction B est appelée le produit de Blaschke associé a la suite (ap)n.

Indication : on pourra commencer par prouver que le produit est de la forme [[(1+gn) ot > gn converge
uniformément sur tout compact.

5. Soit K C U un fermé. A l'aide des produits de Blaschke, construire une série entiére de rayon de
convergence 1 dont la somme se prolonge en une fonction analytique au voisinage de tout z € U\ K mais
au voisinage d’aucun élément de K.



